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We wszystkich zadaniach mamy do czynienia z ukÃladem (X,F , µ, T ), gdzie µ jest
miara̧ probabilistyczna̧ na σ-ciele F , a T transformacja̧ zachowuja̧ca̧ miarȩ µ, nie
koniecznie odwracalna̧.

Zadanie 1. (6p)
Udowodnij, że jeśli T jest ergodyczne, to Tn (n-krotna iteracja) też. (3p)
Podaj najprostszy przykÃlad na to, że odwrotna implikacja nie zachodzi.
(Wsk. Taki przykÃlad istnieje na przestrzeni skończonej.) (3p).

ROZWIA̧ZANIE: Gdyby T nie byÃlo ergodyczne, to istniaÃlby zbiór A o mierze ostro
pomiȩdzy 0 a 1, T -niezmienniczy. Wtedy

T−n(A) = T−1(T−1(· · · (T−1(A) · · · )) = A

(z dokÃladnościa̧ do miary), czyli A jest Tn-niezmienniczy. Sprzeczność z ergody-
cznościa̧ Tn.
PrzykÃlad to X = {−1, 1}, T (x) = −x. Jest to ergodyczne, natomiast T 2 = id nie.

Zadanie 2. (6p)
Udowodnij, że jeśli ukÃlad jest ergodyczny i λ ∈ C, to w zespolonej przestrzeni L2(µ),
podprzestrzeń wÃlasna odpowiadaja̧ca wartości wÃlasnej λ (czyli przestrzeń funkcji f
speÃlniaja̧cych f ◦ T = λf) jest co najwyżej jednowymiarowa.
(Wsk. Wiemy już, że wtedy |λ| = 1.)

ROZWIA̧ZANIE: Wiemy też, że dla funkcji wÃlasnej f mamy |f | = const 6= 0.
Weźmy wiȩc dwie dowolne funkcje wÃlasne f1, f2. Funkcja g = f1

f2
ma sens prawie

wszȩdzie. Wtedy g ◦ T = f1◦T
f2◦T = λf1

λf2
= g. Z ergodyczności g = const. Zatem

f1 = const · f2, a to oznacza, że wszystkie funkcje wÃlasne różnia̧ siȩ tylko staÃlym
mnożnikiem, czyli przestrzeń wÃlasna jest jednowymiarowa. (Oczywście wszystkie
powyższe równości funkcji sa̧ prawie wszȩdzie.)

Zadanie 3. (8p)
Na przykÃladzie ukÃladu Bernoulliego z miara̧ {1

2 , 1
2}N0 i zbioru A = [01]∪ [10] (suma

cylindrów nad blokami 01 i 10) wykaż, że w ukÃladzie mieszaja̧cym transformacja
indunkowana nie musi być mieszaja̧ca.

ROZWIA̧ZANIE: Pamiȩtajmy, że dla transformacji indukowanej TA zbiór A staje
siȩ ,,caÃla̧ przestrzenia̧”, wiȩc trzeba badać dwa jego podzbiory (a nie A i jakís B,
bo to nic nie da). Rozważmy B = [01] i C = [10]. Kluczowa jest obserwacja, jak
dziaÃla TA. Niech x ∈ B = [01]. Znajdźmy w x DRUGIE zero (pierwsze jest na



wspóÃlrzȩdnej zerowej). Pomijaja̧c zdarzenie zerowe, że wiȩcej zer nie ma, takie zero
pojawia siȩ na pewnej pozycji k ≥ 2. Czyli x = 011...110 . . . , gdzie w środku mamy
blok (k − 1) (co najmniej jednej) jedynek. Zauważmy teraz, że pierwszy moment,
gdy Tn ∈ A (czyli gdy zaczyna siȩ albo od 01 albo od 10) nastȩpuje dokÃladnie dla
n = k−1 i wtedy Tn(x) zaczyna siȩ od 10, czyli należy do C. Tak wiȩc TA(B) ⊂ C,
czyli B ⊂ T−1

A (C). Symetrycznie dostajemy C ⊂ T−1
A (B). SkÃladaja̧c dostajemy

B ⊂ T−2
A (B). Indukcyjnie, widać, że B ⊂ T−n

A (C) dla n nieparzystych oraz B ⊂
T−n

A (B) dla n parzystych. Czyli µA(B ∩ T−n
A (C)) = µA(B) 6= 0 dla n parzystych i

0 dla nieparzystych. Taki cia̧g nawet nie jest zbieżny, wiec nie ma co marzyć, żeby
zbiegaÃl do µA(B)µA(C). (Można powyliczać te miary: µA(B) = µA(C) = 1

2 , ale to
w sumie jest zbȩdne.)

Zadanie 4. (5p) Dla macierzy stochastycznej
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 znajdź odpowiednia̧

miarȩ markowska̧. (Wystarczy wskazać pocza̧tkowy wektor probabilistyczny.)

ROZWIA̧ZANIE: UkÃlad równań XM = X czyli X(M − I) = 0 jest nieoznaczony
(rza̧d macierzy 2). Ale dochodzi równanie x1 + x2 + x3 = 1. To daje ukÃlad

oznaczony, którego jedynym rozwia̧zaniem jest wektor p = ( 1
2 , 1

6 , 1
3 ) . Rachunki

pomijam. Miara cylindra nad alfabetem trzyelementowym (powiedzmy {0, 1, 2})
jest, dla cylindra [a1, a2, . . . , an], równa pa1Ma1,a2Ma2,a3 . . .Man−1,an .


